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Exercice 25. Soit R le rayon de convergence et f la fonction limite de la série entiére
> o> nz". Montrer :

(a R=1
(b) | € O(E)
(c) f:ES f(E)

(d) f conserve les angles et 'orientation en [E.

Solution
(a) Comme a,, :=n # 0 pour presque tout n € N, la regle de d’Alembert fournit R = 1.
(b) D’apres Thm. 4.16 (a), la fonction limite f est holomorphe en Bz(0) = E.
(c) Pour tout z € E, la série entiére g(z) := > >~ 2"*! ala forme

g(z):(Zz”)—(1+Z)=1iz—(1+z)=12_2. (1)

n=0

En plus, d’'apres Thm. 4.16 (b), on peut écrire

§(z) e Z(n—l— 12" = f(2) +Zz” = f(z) + (1 i - 1) .

D’autre part, en utilisant (1), on a ¢’(z) = z(2 — 2)/(1 — 2)% Il en résulte que, pour tout
z€eE,

f(z) = : (2)



D’aprés Rem. 2.26 (a),ona f : E = f(E) si f est injectif. Soient donc z,w € E t.q.
f(2) = f(w). Alors, en utilisant (2), on obtient

(zw—1)(z —w) =0.
Comme z,w € E, on trouve z = w, c.-a-d., f est injectif.

Remarque : On peut montrer que f(E) = C\ {z e R|z < —1}.
(d) D’aprés Thm. 2.22 et comme, pour tout =z € E, on a

oy 1tz
f(Z)—m#O,

la fonction f conserve les angles et 'orientation en E.

Exercice 26. Soit D connexe et f € O(D). Montrer que les énonceés suivants sont équi-
valents :

(a) ll existe a,b € C t.q. f(z) = ae* pour tout z € D.
(b) ll existe b € Ct.q. f'(z) = bf(z) pour tout z € D.

Solution

(@)= (b): Ona f'(z) = abe®* = bf(z) pour tout z € D,

(b) = (a) : Soit g € O(D) défini par g(z) := f(z)e > pour tout z € D. Alors, pour tout z € D,
ona

g (z) = fl(z)e™” = bf(z)e™™” = 0.

En utilisant Prop. 2.30, il s’ensuit qu’il existe une constante complexe, appelons-laa € C, t.q.
g(z) = a pour tout z € D. Finalement, Prop. 5.1 implique que f(z) = ae®* pour tout z € D.

O

Exercice 27. Montrer que pour tout z € C t.g. sin(z/2) # 0, 0n a

1 - B sin((n+ %)z)
3 + ;cos(kz) = W

2

Solution D’aprés la formule d’Euler de Prop. 4.10, on a e™** = cos(—2z) + isin(—z) pour tout
z € C. En plus, d’apres la définition des fonctions trigonométriques par leurs séries entieres,
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on a cos(—z) = cos(z) et sin(—z) = —sin(z) pour tout z € C. Il en résulte que, pour tout
k eN,

cos(kz) = % (e 4 &%) .

En utilisant plusieurs fois le théoreme d’addition de Prop. 5.4 et la formule de la série géo-
métrique finie, on a

% + Zn:cos(k:z) _ % zn: ik e—inz% ieikz _ e—inz% i (eiz)k _ e—inz% 61(2;?121_ 1
k=1 k=—n k=0 k=0
1 e—%iz ein41)z _q ei<n+%>z B ea(w%)z
—° 56—%12 el —1 2(6%12 _ e—%iz)
Comme sin(z) = (e** — e7'*)/(2i) pour tout z € C, on arrive a la conclusion. O

Exercice 28. Montrer que les fonctions trigonométriques ont les propriétés suivantes :

(a) sin et cos admettent toute valeur dans C exactement un nombre infini dénombrable
de fois.

(b) Lensemble des zéros de sin est égal a {m= | m € Z} et 'ensemble des zéros de
cos est égal a {(m + 3)m |m € Z}.

(c) per(sin) = per(cos) = 27Z

Solution
(a) Pour tout ¢ € C, I'équation ¢ = cos(z) se réécrit comme

(eiz)2 —2ce” +1=0.

D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss (également appelé le théoreme fondamen-
tal de I'algébre), I'équation w? —2cw+1 = 0 admet exactement deux racines wy, w; # 0.
Comme, d’apres Prop. 5.7, la fonction exponentielle est une application surjective de
C dans C*, il existe z, € C t.q. wy = e'* d’ou alors

¢ = cos(zp).
Comme le méme argument s’applique également a w;, et comme, d’aprés Prop. 5.7,

on a ker(exp) = 2wiZ, on arrive & I'énoncé. La fonction sin est traitée de maniére
analogue.

(b) Comme 2isin(z) = e #(e?* — 1) et 2cos(z) = /™) (?>=7/2) _ 1) pour tout z € C (ou
nous avons utilisé que ¢™ = —1), on obtient

sin(z) =0 <= 2iz € ker(exp) =2mZ <= z € 7Z,
cos(z) =0 <= 2i(z— %) €ker(exp) =2mZ <= z€I+7L
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(c) Comme, pour tout z,w € C, nous avons
cos(z + w) — cos(z) = —2sin(z + £) sin(2),

on trouve que w € per(cos) Ssi sin(w/2) = 0, c.-a-d., d’aprés (b), ssi w € 27Z. Comme
sin(z + w) — sin(z) = 2cos(z + w/2) sin(w/2) pour tout z,w € C, on arrive a I'’énoncé.

O



