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Exercice 5. Soient les fonctions f, g : C — C données, pour tout z € C, par :
@ f(z) =z
(b) g(2) = Re(z)

Montrer que f et g ne sont nulle part C-dérivable en C.

Solution
(a) Soit ¢ € C. Alors, pour tout h € C*, on peut écrire

fleth)—fle)
h
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Il s’ensuit que, comme h/h = 1 pour h € R et h/h = —1 pour h € iR := {ir | r € R}, ce
quotient ne possede pas de limite pour 2 — 0.

(b) Soit ¢ € C. Alors, pour tout » € C*, on peut écrire
glc+h) = g(c) _ Re(h)
h h

Il s’ensuit que, comme Re(h)/h = 1 pour h € R et Re(h)/h = 0 pour h € iR, ce quotient
ne possede pas de limite pour h — 0.
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Exercice 6. Soient les fonctions u, v : R? — R données, pour tout (z,y) € R?, par

u(z,y) = 2%y, v(z,y) = 2%y’

En quels points de C, la fonction f = u + iv est-elle C-dérivable ?

Solution La fonction f est R-dérivable partout en D = C = R? parce que u et v sont partout

continlment partiellement dérivables (étant des polynédmes, cf . Rap. 2.36 (e¢)). Les ECR au
point ¢ = (a, b) ont la forme

ug(c) = vy(c),  uy(c) = — wva(c)
~ =~ ~—~— ~—~—
=3a2b? =3a2b? =2a3b = —2ab3

Alors, on obtient ab(a® + v*) = 0 et donc, f est C-dérivable au point (a,b) ssi ab = 0, c.-a-d.,
f est C-dérivable en tout point sur les axes de coordonnées. O

Exercice 7. Soit f = u + iv une fonction C-dérivable en tout point de D.

(a) Alors, le déterminant de sa matrice jacobienne est non négatif en tout point ¢ € D,
det(J¢(c)) > 0.

(b) Soient u et v deux fois continlment partiellement dérivables en tout point de D.
Alors, u et v sont des fonctions harmoniques.

Solution

(a) D’apres Déf. 2.4 et en utilisant Thm. 2.5, nous pouvons écrire

der(e) = det | 12() 0] — (D) = w(e)0nle) = wale + a0 = IO

> 0.

(b) Les ECR impliquent que u,, = vay, Uyy = —Vsg, Uys = Uy €t 1y, = —v,,. Il en résulte
que

Au =
Av

Uz + Uyy = Vgy — Uyz,

gz + Vyy = Uyg — Ugy-

Comme, par hypothése, u et v sont deux fois continGment partiellement dérivables, le
théoréme de Schwarz nous fournit I'énoncé.
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Exercice 8. Soit u : C* — R défini par u(z) := log|z| pour tout z € C*. Alors :
(a) u est harmonique en C*.
(b) u ne peut étre la partie réelle d’'une fonction C-dérivable dans C*.

Solution
(a) La fonction u est harmonique parce que

82 2 5 o y
Au(z) = @4—— log /22 4+ y% = +=—

8$$2+y oy x% + 12
—— ——

= s (2) = uy(2)
y? — 22 2?2 — y?

AR CEeTE

(b) Supposons que u soit la partie réelle d’'une fonction C-dérivable f, c.-a-d., f = u + iv
pour une fonction v : C* — R. Alors, pour tout z € C*, les ECR v,(z) = —u,(z) et
vy (2) = u,(z) impliquent que

Yy X
val2) = 2?4 y? vlz) = x? +y?’
c.-a-d., que F(z,y) := (—y/(z*+y?), x/(x*+y*)) = (Vv)(z, y) est un champ de gradient.
Alors, d’aprées le cours d’analyse réelle, I'intégrale le long de tout chemin (continiment
dérivable) fermé doit étre égale a zéro. En choisissant le chemin ~ : [0,27] — R2,
défini, pour tout ¢ € [0, 27|, par y(t) := (cost,sint), on obtient

Y{F-dx:/%dt F(v(t)) - +'(¢) :/Qﬂdt (sin®t + cos®t) = 2w # 0.
vy 0 0

Alors, F' n’est pas un champ de gradient et donc, u ne peut étre la partie réelle d’'une
fonction C-dérivable .
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